0. cviceni - teorie

Extrémy a Lagrangeovy multiplikatory
Definice. Necht M C R",z € M, f je funkce t.z. M C D(f). Rekneme, Ze f nabyva v bods z
e maxima na M, pokud Yy € M: f(x) > f(y).
e lokalniho maxima vzhledem k M, existuje-li § > 0 t.z. Yy € B(x,0) N M: f(z) > f(y).
Analogicky se definuje (lokalni) minimum.
Fakt. Je-li f spojitd, potom je sup,, f = supy; f a infy/ f = infy; f.
Znaceni. Je-li M C R?, budeme znacit fezy mnoziny M nasledujicim zpiisobem:
M, ={y e R: [z,y] € M},z € R,
MY ={zeR: [z,yl € M},y e R.

Véta 14 (o nabyvani extrémi). Je-li M C R™ neprazdna kompaktni mnozina a f: M — R spojité, pak
f na M nabyva svého maxima i minima.

Véta 16 (nutnd podminka lokalniho extrému). Necht G C R™ je ot. mn., a € G a funkce f: G — R mé

v a lokalni extrém. Pak pro kazdé j € {1,...,n} plati, ze é%(a) bud neexistuje, nebo je rovna nule.

Poznamka. Véta 16 nam dava body podezielé z lokalnich extrémii a pouze na oteviené mnoziné G -
proto je potieba si jesté hlidat hranice mnoziny apod.

Definice (gradient). Necht G C R™ je oteviena a g € C(G). Pak

Vy(z) = (g5, ()., g, (x)), ze€C.
Jde tedy o vektor parcidlnich derivaci funkce g.

Véta 24 (Lagrangeova véta o multiplikitoru). Necht G C R™ je oteviena mnozina a f,g € CY(G).
Oznatme M = {x € G: g(x) = 0} a necht & € M je bodem lokalniho extrému funkce f vzhledem k
mnoziné M. Potom je splnéna alespon jedna z nasledujicich podminek:

(1) Vg (2) = o,
(IT) existuje A € R spliwjici Vf(z) + AVg(Z) = 0.

Véta 25 (Lagrangeova véta o dvou multiplikatorech). Necht G C R™ oteviena mnozina, f, g1, go € CH(G).
Oznactme M = {z € G: g1(x) = g2(z) = 0} a necht bod & € M je bodem lokalniho extrému funkce f
vzhledem k mnoziné M. Potom je splnéna alespon jedna z podminek:

(I) Vg1(Z), Vga(Z) jsou linearns zavislé - tj. Vga(Z) = 0 nebo existuje k € R t.2. Vg1 (%) = k- Vga(Z)

(I) existuji o, B € R spliwjici Vf(2) + aVg1(Z) + fVg2(Z) = o.
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Navod

e vySetifim kompaktnost M - Véta 14
e vySetfim f na Int M - Véta 16
e vySetiim f na H(M)

— multiplikatory - Véty 24, 25 (pozor je potieba, aby G oteviend —> feSime na Int G a piipadné
vySetiime zv1ast f na H(G))

— bod H(M) lze vyjadiit jako bod zavisly na méné proménnych (parametrizace) = dosadim
jej do f a zkoumam déal

e porovnam hodnoty ve vSech bodech podezielych z extrému a vyberu nejvétsi a nejmensi.

— M komp. = jde o maxima a minima

— M omezena, ale ne komp. = zkoumam na M a pokud extrémy vyjdou v bodech, které
nejsou v M, tak jde pouze o infima/suprema

— M neomezend = je tieba né&jakym trikem ukazat, Ze jde skutetné o maximum/minimum
(odhady, pomoci derivaci apod.).

Kompakty a oteviené mnoziny

Véta 2, 5 (vlastnosti otevienych a uzavienych mnozin). V R™ plati:
e (),R"™, libovolné sjednoceni otevienych, kone¢ny priinik otevienych jsou oteviené mnoZiny
e (), R™, libovolny prinik uzavienych, koneéné sjednoceni uzavienych jsou uzaviené mnoziny
Véta 11. Necht f je spojita funkce na R™ a ¢ € R. Potom plati:
e mnoziny [f > ¢], [f < ¢] jsou otevieng,
e mnoziny [f < |, [f > c],[f = ] jsou uzaviené.
Definice. Mnozina M C R" je omezena, pokud existuje r > 0 t.z. M C B(0,r).

Véta 12 (Charakterizace kompaktnich mnozin). MnoZzina M C R™ je kompaktni, pravé kdyz je uzaviené
a omezena.
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